Module de Frobenius et structure galoisienne des anneaux d'entiers  by Cassou-Nogues, Ph
JOURNAL OF ALGEBRA 71, 268-289 (1981) 
Module de Frobenius et structure Galoisienne 
des anneaux d’entiers 
PH. CASSOU-NOGUES 
UniversitP de Bordeaux, 33405 Talence, France 
Communicated by A. Frtihlich 
Received February 27, 1980 
1. INTRODUCTION 
Si R est un anneau integre de corps de fractions K et A un ordre de R 
dam une K-algtbre de dimension fmie on note cl(A) le groupe des classes de 
A. Lorsque K est un corps de nombres, d’anneau d’entiers Ox, r un groupe 
tini et A l’algebre de groupe K[r] on designe par D(O,[T]) le noyau de 
l’homomorphisme induit par l’extension des scalaires de cl(O,[T]) sur le 
groupe des classes d’un ordre maximal de 0, dans K[T] qui contient O,[T]. 
Soient N une extension galoisienne, finie et moderement ramitiee d’un 
corps de nombres L et f le groupe de Galois de N sur L. L’anneau des 
entiers de N dttinit un element UNIL dans D(Z[T]) [6]. Friihlich [6] 
conjecture que l’ordre de U,,, dans ce groupe est &gal a 1 ou 2 et qu’il est 
egal a 1 lorsque les constantes de l’tquation fonctionnelle des series L- 
dArtin associbes aux caracteres symplectiques de r sont &gales i 1. En 
utilisant la description de U,,, q ue donne Frohlich [6] et en particulier le 
lien fondamental qu’il a mis en evidence entre elements risolvants et somme 
de Gauss galoisiennes nous avons dans [4] decompose U,,, en un produit 
t(W&. V,,, oi t(W,,& est un element de D(Z[r]) d’ordre 1 ou 2 dtfini i 
partir des “constantes symplectiques,” Cgal a 1 lorsque ces constantes sont 
&gales i 1 et oti V,,, appartient a un nouveau sous-groupe de D(Z [r]), qu’on 
note H(Z [T]). 
On peut conjecturer que V,,, est kgal a 1, ce qui est une facon d’exprimer 
la conjecture de Frohlich. 
A tout corps de nombres K et i tout groupe tini r nous associons un 
nouveau sous-groupe, en general strict, du groupe D(O,[r]), qu’on note 
H(O,]r]), dont l’itude est l’essentiel de cet article. Elle presente deux 
interets. Le premier est algebrique et concerne la theorie des algebres de 
groupes: nous Ctudions de maniere detaillee un sous-groupe nature1 de 
D(O,(r]); le deuxiime est arithmetique: appliqute au cas particulier ou r est 
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le groupe de Galois dune extension modtrement ramitiee de corps de 
nombres et ou K = Q Etude pricedente permet de dtmontrer la conjecture 
de Frohlich dans des cas particuliers nombreux et nouveaux. 
Nous dlcrivons le groupe H(O,[r]) avec le language introduit par 
Frohlich ([6] ou [7]); cette description nous permet de demontrer que 
H(O,[T]) est un sous-module de Frobenius de D(O,[r]) sur le foncteur de 
Frobenius defini par le groupe de Grothendieck de la categoric des K[I’]- 
modules de type fini, c’est-i-dire l’anneau des K-caractbres virtuels de r 
qu’on note R,T (Theoreme 1). Ce resultat nous permet de ramener la 
demonstration de la conjecture de Frohlich au cas particulier ou le groupe de 
Galois r de N sur L est r,-elementaire. Plus precisemment on demontre 
qu’on peut d&composer dans H(Z[T]) l’element VN,L en un produit 
rIkS VW ou S designe l’ensemble des diviseurs premiers de l’ordre de r et 
OLi v N,L,[, pour tout 1 de S, est un Clement dont l’ordre est une puissance de 1 
egale au P.P.C.M. des ordres des elements VNINd ou A parcourt l’ensemble 
des sous-groupes To-l-Clementaires de r ou NA designe le corps des 
invariants de N par A. 
Nous utilisons egalement cette description pour etudier l’exposant de 
H(O,[T]) ou plus gentralement du noyau de l’homomorphisme nature1 de 
fqo,[r1) sur le groupe H(O,[@]) associe i un quotient @ de r. Si l’ordre 
du groupe r est egal a 17’ ... 1;” avec li, 1 < i < 4, nombres premiers 
distincts, on demontre que l’exposant de H(O,[r]) divise I?!.:’ 12-l, lorsque 
le discriminant de K est premier avec cet ordre. Dans le cas ou N est une 
extension moderement ramifiee de L dont le degre est egal i 1:’ e-e 1;” on 
demontre que l’ordre de V,,,,L divise 1:; e.. 1:; avec ai = ai - 2 (resp. 0) si 
CQ > 2 (resp. <2); ceci implique la conjecture de Frohlich pour toute 
extension (N/L) dont le degre est sans facteur cubique et permet de la 
demontrer pout toute extension diedrale ou quaternionienne de degre 4m ou 
m est un nombre entier impair. 
La section 2 contient les principales notations utilisees dans les sections 3, 
4, et 5, la section 3 comporte la description du groupe H(O,[r]) et de sa 
structure de module de Frobenius, dans la section 4 nous donnons les prin- 
cipaux resultats concernant l’exposant de H(O,[r]), nous les demontrons 
dans la section 5, nous donnons les applications arithmetiques de ces 
resultats dans la section 6 et nous terminons par des exemples, section 7. 
L’auteur exprime sa tres grande reconnaissance envers Monsieur le 
Professeur Frohlich pour l’aide qu’il lui a apportee dans ce travail. 
2. NOTATION 
On note A * le groupe multiplicatif des elements inversibles d’un anneau A. 
Si M est un corps local muni d’une valuation discrete v, on note 0, son 
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anneau de valuation, PM son ideal de valuation, rrM une uniformisante et 
U”(M) le sous-groupe des x de 0; tels que uM(x - 1) > n. Si E est un corps 
de nombres, c’est-a-dire une extension finie de 0 contenue dans la cloture 
algebrique 0 de Q dans C, on note 0, (resp. J(E), resp. U(E)) son anneau 
d’entiers (resp. son groupe d’ideles, resp. son groupe d’ideles unites) et QE le 
groupe de Galois de Q sur E. Si P est une place de E l’indexation par P 
designe la completion. Si F est une extension finie de E et 9 un ensemble de 
places de E on note U”,(F) le produit direct: 
out; parcourt les places de F au-dessus des places P de 9. Ce groupe s’iden- 
tilie canoniquement i un sous-groupe de U(F). Lorsque n = 0 on note U &F) 
le group C&(F), c’est un facteur direct de U(F); pour tout x de U(F) on 
designe par xy la composante de x sur U AF). 
Nous rappelons differents resultats et notations de Frijhlich [6]. On 
considere un corps de nombres K, un groupe fini r et une extension finie F 
de K sur laquelle les representations de r sont rialisables. On note R,. (resp. 
R,T) l’anneau des caracteres (resp. K-caracteres) virtuels de r. Toute 
representation T de r dans le groupe lineaire GL,(F) induit, pour toute K- 
algebre commutative B, un homomorphisme de B[T] dans l’algebre de 
matrices M,(B OK F). Si a appartient a B[r]* alors det T(a) ne depend que 
du caractere B de T, on note Det,(a) cet Clement et on definit par linearite 
Det,(a) pour tout 0 de R,. On associe ainsi a tout GI du groupe des ideles 
J(Wl) de WI un element, qu’on note Det(a), du groupe des Q,- 
homomorphismes de modules de R, dans J(F) defini par: 
Det(a)(B) = Det,(a), V6’E R,. 
Si 2V est un ordre de 0, dans K[T] qui contient O,[r] Frohlich associe a 
tout P-module localement libre un invariant dans le groupe: 
Hno,m(Rr,J(F))/H~~(R,,F*)Det WV (1) 
oti U(9) dtsigne le sous-groupe de J(K[T]) defini par: 
oti P parcourt les places de K. 11 en diduit un isomorphisme de cl(P) sur le 
groupe (1) et de D(O,[r]) sur le groupe suivant: 
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ou pour tout sous R,-module Z de J(F) on note HomA,(Rr,X) le sous- 
groupe des elementsfde HomoK(Rr,Z) tels que: 
pour toute place infini P de F au-dessus d’une place reelle de k et tout 
caractere symplectique 19 de r. 
3. DESCRIPTION DE H(O,[I’]) 
Jacobinski [lo] a d&i un ideal ST du centre de K[T] tel que pour tout 
ordre maximal A de K[T] contenant O,[T] on ait: 
On note Rad(Sr) I’intersection des ideaux maximaux du centre qui 
contiennent T et on designe par S., le sous-anneau O,[T] + Rad(Sr)A de 
K[T]. 11 est clair que 9.‘x est un ordre de 0, dans K[T] qui contient O,[r] 
et est contenu dans A. En outre on peut montrer l’egalite 5I’/= O,[T] + 
Rad(q. 
On sait que deux ordres maximaux d et 4’ sont equivalents au sens de 
Morita; puisque Sr est independant de l’ordre maximal, il est clair que les 
ordres SA et .9,, associts i A et d’ sont equivalents au sens de Morita. 
Ceci implique que le noyau de l’homomorphisme induit par l’extension des 
scalaires de cl(O,[r]) sur cl(.~S’~) ne depend pas du choix de l’ordre 
maximal; on note H(O,[T]) ce noyau. Nous allons donner une autre 
demonstration de ce resultat en utilisant (2) et en determinant le groupe 
Det U(9&) qui nous est utile dans tout cet article. 
On note ]r] l’ordre du groupe r et S I’ensemble des diviseurs premiers de 
]r]. Pour tout element x d’un groupe fini on note 1 x] son ordre. 
PROPOSITION 3.1. On a Pt!galitP suivante: 
Det U(.9,) = Det U(O,[T]) . Hno,m(R,, U:(F)). 
La definition de l’ordre SA est essentiellement locale, on remarque qu’il 
suflit de demontrer cette egalite localement en tout place P de K qui releve 
un diviseur premier de IT]. On se ram&e ainsi a demontrer l’egalite: 
Det(9>) = Det(O,[r]*) e Hnonrn(Rr, U’(F)) (3.0) 
ou K est le complete dun corps de nombres pour une valuation P-adique, 0, 
son anneau de valuation, P son ideal de valuation et oi F est une extension 
tinie de K d’ideal maximal 9; 9A est detini a partir de O,[T] et dun ordre 
maximal A 
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Pour tout a de 9% il existe a de O&J tel qu’on ait: 
Det,(a) = Det@(a) (mod S), vee R,. 
On en diduit que a appartient a A* n O,[T], done a O,[T]*, et Det(aa-‘) 
definit un element de Hom,JR,, U’(F)). 
Pour achever la demonstration il sufftt de montrer l’inclusion: 
HfKm(Rr, U’(F)) c Det(&%‘>). (3.1) 
Soit {ei, I < i < m } un systeme de representants de l’ensemble des 
caracteres irrlductibles de r sur lequel opere 0,. A tout entier i, 1 < i < m, 
on associe un facteur simple Ai de K[T]; c’est une algebre de matrices ur un 
corps gauche Di de centre Ki et on sait que Di contient un sous-corps 
commutatif maximal Li qui est une extension galoisienne et non ramifiee Li 
de K,. Si Ni, 1 < i < m, designe la norme reduite de Ai on sait qu’il existe un 
isomorphisme gi de Ki sur K(ei) tel qu’on ait: 
gdNi(X)) = W&4 Vx E K[T]. 
Soit f un element de Hom,JR,., U’(F)), pour tout i, 1 < i < m, f(0,) 
appartient i U’(K(0,)) et definit grace a gi un element de U’(Ki). Puisque 
(L,/Ki) est non ramitiee il existe xi de U’(L,) tel qu’on ait: 
gitNLJKitxi)) = f(4), 1<i<m, (3 -2) 
oh NL& dbigne la norme de corps de Li sur Ki. L’ordre M est Cgal a un 
produit direct nr! I4 oti 4 est un ordre maximal de 0, dans Ai qui 
contient OLi. On deduit de (3.2) l’existence d’un Clement yi = 1 + n,,& tel 
qu’on ait: 
(On sait en effet que la norme reduite de Di coincide avec NLIIKi sur Li.) 
L’element y = ( yi) de 9,> verifie l’egalite: 
Dety=f 
ce qui demontre (3.1). 
On en deduit le corollaire immediat suivant: 
(3.3) 
COROLLAIRE 1. Le noyau de Phomomorphisme induit par Pextension des 
scalaires de cl(O,[T]) sur cl(qM) ne de’pend pas de l’ordre maximal YIT. 
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On identifie desormais le groupe H(O,[T]) avec le groupe quotient: 
Pour tout nombre premier 1 on note Det U:(O,[T’]) le groupe 
Det U,(O,[T])n Hom,JRr, U:(F)) et on d&it G,(O,[T]) comme le 
groupe quotient: 
11 est clair que G,(O,[ZJ) est un I-groupe, reduit a { 1) si I & S. 
En outre I’injection canonique de U#‘) dans U#‘) permet de definir un 
homomorphisme canonique gr de G,(O,[T]) dans H(O,[T]); on note 
H,(O,[T]) I’image de g,. 
COROLLAIRE 2. Pour tout nombre premier I alors H,(O,[r]) est le I- 
sous-groupe de Sylow de H(O,[T]). 
I1 suffit de remarquer en utilisant (3.3) que H(O,[T]) est engendri par 
w,(oK~m~,,s. 
Remarques. (1) On deduit du corollaire 2 que les seuls diviseurs 
premiers de l’ordre de H(O,[T]) sont les eltments de S. 
(2) Lorsque K = Q on connait [6] un quotient interessant E(T) du 
groupe D(Z[r]) et on sait [4, appendice I] que E(T) est isomorphe au noyau 
de l’homomorphisme induit par I’extension des scalaires de Al sur 
cl(M), ainsi le groupe H(Z[T]) est le noyau de l’homomorphisme nature1 de 
D(Z[ZJ) sur E(T). On montre facilement, si r est fn I-groupe, que les 
groupes H(Z [r]) et D(Z [r]) sont Cgaux, neanmoins on sait [3 ] qu’en g&era1 
H(Z [r]) est strictement contenu dans D(Z [T]). 
(3) Pour tout nombre premier 2 le groupe G,(O,[T]) peut 2tre inter- 
priti comme le noyau de I’homomorphisme nature1 induit par l’extension des 
scalaires du groupe de Grothendieck des O,,,[T]-modules de longueur finie 
et de dimension localement libre inferieure ou egale a 1 sur le groupe 
analogue associl i ZZM. 
Nous avons associe a tout corps de nombres K et i tout groupe fini r le 
groupe abclien H(O,(T]). N ous ctudions l’influence sur ce groupe de 
changement du groupe r ou du corps K. Nous nous contentons d’enoncer les 
r&hats qui se deduisent facilement des rcsultats de Friihlich [6, appendices 
V, VI, VII et VIII] et de la proposition 3.1. 
On sait qu’un homomorphisme 9 de groupe de A dans r induit un 
homomorphisme qu’on note encore 9 de cl(O,[d]) dans cl(O,[r]) et que 9 
(O(O,[A])) est contenu dans D(OK[r]) ([6] ou [5]). 
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PROPOSITION 3.2. On a Pinch&on suivante: 
On utilise ce resultat darts les cas particuliers suivants: 
(i) A est un sous-groupe de r et a, est l’injection canonique de A dans 
ZY L’homomorphisme v), qu’on note dans ce cas i,,, est induit par I’ex- 
tension des scalaires et on dit que i,,(H(O,[A])) est l’image par induction 
de fW&1). 
(ii) r est un quotient de A et o est la surjection canonique de A sur r. 
L’homomorphisme v, est induit par l’application qui a tout O,[A]-module 
projectif M de rang 1 associe le sous-groupe MKerV des elements de M 
invariant par Ker p, muni de sa structure naturelle de O,[T]-module. 
Remarque. La proposition 3.2 montre que H(O,[r]) definit un foncteur 
covariant de la catigorie des groupes finis et des homomorphismes de 
groupes dans la categoric des groupes abeliens finis et des homomorphismes 
de groupes. 
COROLLAIRE 1. Si r est &gal au produit semi-direct dun sous-groupe 
distingue’ A par un sous-groupe CD alors H(O,[@]) est facteur direct de 
H(O, [I-l 1. 
La demonstration est laisste au lecteur. 
Soit A un sous-groupe de r, on sait que la restriction des scalaires induit 
un homomorphisme de cl(O,[r]) dans cl(O,[A]) qu’on note prid et qu’on a: 
Pr,Awwm ~~(OIrPl) @I 0l.l [131x 
PROPOSITION 3.3. On a l’inclusion: 
Si E (resp. L) est une extension (resp. un sous-corps) de K I’extension 
(resp. la restriction) des scalaires induit un homomorphisme de groupe de 
cl(O,[r]) dans cl(O,[r]) (resp. cl(O,[T])) qu’on note i,, (resp. J”&,) (61. 
On a la proposition suivante: 
PROPOSITION 3.4. (i) Pour toute extension E de K on a: 
kIEW(%[~lN =W&‘l). 
(ii) Pour tout sous-corps L de K on a: 
JGL(H(oK[rl)) = H(OLFl). 
STRUCTURE GALOISIENNE 215 
L’anneau R,T des K-caractkes virtuels de r d&nit un foncteur de 
Frobenius en I’ [ 161. On sait que cl(O,.#]) est un R,T-module de Frobenius 
[16], et que D(O,[S]) est un sous-module de Frobenius de cl(O,]I’]) [13]; 
montrons qu’il en est de m2me pour H(O,[f]). 
TH&OR~ME I. H(O,[T]) et H,(O,[F]) pour tout nombre premier 1 sent 
des sous R,T-modules de Frobenius de D(O,(r]). 
D~montrons ce thkoreme. L’action de R,T sur cl(O,]r]) se d&wit de la 
maniere suivante (211: Soient x un Clement de c1(0&‘]) represent& par f de 
Hom,,(R,,J(F)) et y un element de R,r alors I,%X est represent& par @de 
Home&R,, J(F)) defini par: 
(vf)(S) =f(@Y) pour tout 19 de R,, od g designe le caractere complexe 
conjugue de II/; on sait que Det U(O,[r]) est stable par cette action [21]; il 
est clair que les groupes Hom&(Rr, OS), Hom,JRr, U:(F)) et 
Hom&h u#Y sont kgalement stables par R,T et on en deduit que 
WWX et whvl) sont des sous RJ-modules de D(O,fT]). Les 
propositions 3.2 et 3.3 impliquent que II(O,fT]) et H,(O,[T]) sont des sous- 
modules de Frobenius de D(O,[r]). 
Avant d’enoncer des corollaires de ce theoreme donnons quelques 
notations. On note X,(r) (resp. X&r), resp. Q(T)) l’ensemble des sous- 
groupes I’,dlementaires (resp. T’,-l-Climentaires, resp. cycliques) de r. Pour 
toute famille C de sous-groupes de r on d&nit: 
On d&it facilement du theoreme 1 et des resultats c1assiques ur 1es 
modules de Frobenius [ 161, les 2 corollaires suivants: 
COROLLAIRE 1. (i) H(O,[T]) esl engendrk par les images par induction 
de H(O,[A]) ozi d parcourt X,(r). 
(ii) Pour tout &?ment x de H(O,[r]) on a l’t’galitt!: 
I xl = P.P.C.M. {}P~,~(x)/, d f X,(r)). 
Remarque. Ce corollaire est une consequence du thkoreme de Brauer. Le 
resultat reste vrai en remplacant X,(r) par toute famille C de sous-groupes d 
telle qu’on ait: 
R,r= z: ir,,(&A) 
AEC 
od pour tout 6 de R,A on dbigne par $/A(8) le caractere de r induit par 8. 
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COROLLAIRE 2. (i) L’exposant du groupe quotient 
ff(O, Fl I/ WOK v-1 km 
divise ]Tl. 
(ii) Tout Pltknent x de H(Z[T])C’r’ se decompose en un produit 
rI tss x, ozi l’ordre de x, est une puissance de 1 egale a: 
(i) est une conskquence des rksultats de [ 161. On dkduit du corollaire l(ii) 
que pour dkmontrer (ii) il sufflt de dkmontrer que Iprld(x)I est &gale i une 
puissance de I pour tout x de H(Z [r])ccr’ et A de X,,(T). Si x appartient g 
H@ Fl) W) alors prId(x) appartient i H(Z[A])C’A’; on en di?duit que I’ordre 
de &A(x) divise l’exposant d’Artin de A or on sait [lo] que si A appartient i 
X,,(r) son exposant d’Artin est Cgal B une puissance de 1. 
4. EXPOSANT DE H(O,[T]) 
Nous voulons majorer l’exposant du groupe H(O,[T]). Les rksultats qu’on 
obtient amkliorent ceux de [4]. Si @ est un quotient de r tout caractkre 
irrkductible de @ se relive en un caractke irrkductible de r et on dlhit 
l’entier qr, @) par l’tgalitk: 
B(T, @) = ITI/P.G.C.D.{Bj(l)} 
oti Bj parcourt l’ensemble des caractkes irrkductibles de r qui ne relkvent pas 
un caractkre de @. On note B(T) (resp. B,(T)) l’entier I?(& { 1)) (resp. 
zqr,r@*))) 0ti Pa*) dksigne le groupe r rendu abklien). 
Pour tout entier n et tout nombre premier I on note n, la puissance de 1 qui 
divise n. Si n = IF’... E;q avec Ii, 1 Q i < q, nombres premiers distincts, on 
note n’ (resp. n”) l’entier Z:’ . .a Z:q avec n, = a, - 1 (resp. ai - 2 si a, > 2, 0 
sinon), 1 < i < q. 
THBOR$ME 2. Soient K un corps de nombres et 1 un nombre premier non 
ramt@ dans K alors pour tout quotient @ du groupe r Pexposant du noyau 
de l’homomorphisme nature1 de H,(O,[T]) sur H,(O,[@]) divise B(I’, CD);. 
COROLLAIRE 1. Si le discriminant absolu de K est premier avec ITi, 
pour tout quotient @ de T l’exposant du noyau de l’homomorphisme nature1 
de H(O,[T]) sur H(O,[@]) divise B(T, @)‘. 
En particulier on a: 
COROLLAIRE 2. Si le discriminant absolu de K est premier avec Irl 
Pexposant de H(O,[r]) divise (lTl/fl,.s I). 
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On sait en effet que B(I) divise (I’]. L’hypothese du corollaire est 
Cvidemment verifiee si K = 63. 
Remarque. Si T est un groupe non commutatif egal au produit semi- 
direct d’un sous-groupe distingue A par un groupe 0 d’ordre q premier, on 
montre facilement que le noyau de l’homomorphisme ~r,~ induit par la 
restriction des scalaires de D(Z [r]) dans D(Z [A]) est un q-groupe elemen- 
taire, le corollaire 2 montre que la restriction de prld a H(Z[r]) est un 
homomorphisme injectif de H(Z [r]) dans H(Z [A]). Par contre p,.,* n’est pas 
en general injectif: Si q f 2 et si ]A ( = p” ou p est premier regulier on deduit 
de [S] les igalites: 
Ker prld = D(Z [r]) z (Z/qZ)“. 
COROLLAIRE 3. Si r est un groupe abe’lien l’exposant de H,(Z[r]) est 
Pgal ti Irl; pour tout nombre premier I# 2 et 3. 
On sait que pout tout nombre premier 1 l’exposant de H,(Z[T]) divise IT]; 
(corollaire 2). En outre on sait par le corollaire 1 de la proposition 3.2 que 
H(Z[T,]), qui est egal a D(Z[r,]), est facteur direct de H(Z [r]) si on designe 
par r, le I-sous-groupe de Sylow de ZY Pour dtmontrer que ]r]; divise l’ex- 
posant de H,(Z[r]) ‘1 I sufftt d’utiliser les resultats de [9] lorsque Tr est 
cyclique et de [ 171, thtoremes 2 et 3, lorsque r, n’est pas cyclique. 
5. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 2 
Considerons @ un quotient de r et rp la surjection canonique de r sur @. 
On sait que v, induit un homomorphisme de groupe de R, dans R,, qu’on 
note o*, detini par: 
rp*(@(Y) = &P(Y))9 vyer. 
On en deduit un homomorphisme, encore note o, d&i pour tout f de 
Hom,,&, WI) par: 
rpu-)(@ = f(cp*P)), VtlE R,. 
On a demontre que a, induit pour tout nombre premier 1 un homomorphisme 
qu’on note o”’ de G,(O,[r]) sur G,(O,[@]) et un homomorphisme note per) 
de WWI) sur 4(%Pl). 0 n a les suites exactes et les diagrammes 
commutatifs uivants: 
{ 1 } - Ker o”’ - G,(O,[T]) 2 G,(O,[ @I) - { 1) 
L?; 
I 
g1 
I gi I 
{I}- Ker@“‘--+H,(O,[T])~H,(O,[@])-{l} 
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ou g, (resp. gi) est l’homomorphisme detini en Section 3, associl au groupc r 
(resp. @). 
La demonstration du theoreme comprend deux parties. Dans la partie A 
nous montrons que g;’ est surjective ce qui implique que l’exposant du groupe 
Ker v, -(‘I divise l’exposant du groupe Ker o (‘) Dans la partie B nous montrons .
que l’exposant de Ker q”’ divise B(T, @);. 
Partie A 
La demonstration du rtsultat annonce se fait en plusieurs lemmes. 
LEMME 1. Si K est un corps local, r un groupe fini et @ un quotient de 
I-, alors la surjection canonique de P sur @ induit un homomorphisme 
surjectif de 0, [r] * sur 0, [ @)I *. 
Si k est le corps residue1 de K on montre facilement qu’il sufftt de 
demontrer que la surjection canonique de r sur @ induit un homomorphisme 
surjectif de k[T]* sur k[@]*; or ce resultat est obtenu dans [ 1, 
corollaire 2.91. 
Pour tout nombre premier 1 on designe par Ker d,., le sowgroupe des 
caractkes virtuels 0 de r tels que 8(y) = 0 pour tout Clement y de r l- 
regulier. Tout element y de r s’ecrit de man&e unique comme un produit 
y’y” avec y’y” = y”y’ ou y’ (resp. y”) est un element de r dont l’ordre est 
premier avec I (resp. egal i une puissance de 2). On detinit l’endomorphisme 
6,,, de R, par: 
4,&9(Y) = 4Y’)9 VOER,, vyw-. 
Par raison de simplicite on note 6, (resp. Ker d,) l’endomorphisme a,,, (resp. 
le groupe Ker d,,,). 
Remarque. d, est l’homomorphisme usuel de decomposition. 
LEMME 2. Soit V un facteur direct de R, consider& comme a,-module, 
stable par 6, pour tout nombre premier 1, alors ii existe un projecteur yv de 
R, sur V laissant globalement invariant Ker d, pour tout nombre premier 1. 
On veut definir un homomorphisme iy’v de R,-module de R, sur V 
vbitiant les 2 proprietes uivantes: 
(i) iy,(x)=x, VxE V 
(ii) yv(Ker d,) c Ker d,, Vl. 
Soit W un supplementaire de V dans R, et pv la projection de R, sur V 
parallelement i W. 11 est clair que pv est un projecteur mais qu’en general 
pv(Ker d,) n’est pas contenu dans Ker d,. 
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Si 9 est une famille finie de nombres premiers on note 9(Y) l’ensemble 
des parties de 9 et pour tout nombre premier I on designe par 9,(Y) (resp. 
S;(Y)) l’ensemble des parties de 9 qui contiennent (resp. ne contiennent 
pas) 1; on note x le complementaire dans 9 de la partie A de Y. 
A toute partie A de Y on associe les endomorphismes idempotents 6, et 
A, de R, d&finis par: 
oti Z est l’identite de R,.. Par convention si @ est la partie vide on pose: A, = 
6, = I. 11 est immediat qu’on a les egalites: 
A AuB=AA~A,=A,oAA, 6, 0 6,=6,0 6, =aAUB, 
AAods=c?&oAA, VA, B E 9(Y). 
Soit S l’ensemble des diviseurs premiers de IT/, on pose: 
Pour tout x de V on a: pv o 6,(x) = S,(x). Pour demontrer que ryV verifie (i) 
il suflit de demontrer que pour toute famille linie 9 de nombres premiers on 
a: 
I= 2 ATo6,. 
A ~3Y9-7 
La demonstration de cette identite est Clementaire t peut se faire par 
recurrence sur le cardinal de 9. Elle est trivialement veriliee pour 9 = 9. 
En outre supposons qu’elle est veritiee pour 9, = 9 - {I}, on a l’egalite: 
2 A,o6,= c A,o6,+ c ATodA 
AE.PW’) A E F,( i”‘) AE.T,W) 
or on a les deux egalitls suivantes: 
d’ou l’identitl cherchee pour la partie 9. 
Demontrons (ii). Pour tout 1 de S on a l’egalite: 
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6, 0 A, = 0, VA E 9!(s); 
d’ou l’egalite: 
On sait que pour tout E de S le groupe Ker d, est engendre par l’image de A, 
d’ou (ii). 
L’injection canonique de Ker d, dans R, et la surjection canonique de 
u,(F) sur (W-Q?* oti 2 est le radical de 1 dam F induisent un 
homomorphisme rl de Homo&R,, U,(F)) dans HomoJKer d,, (O,lU)*). 
LEMME 3. Pour tout nombre premier 1 on a PPgalite’: 
Det U,(.%?,) = Ker r,. 
On a l’inclusion immediate: 
Det U,(O,[I’]) . Hno,m(R,, U:(F)) c Ker rI 
d’ou compte tenu de la proposition 3.1 il suffrt de dtmontrer: 
Ker rI c Det U,(O,[r]) . Hnohm(Rr, U:(F)). 
I1 suffrt done de demontrer l’inclusion: 
Ker r c Det(O,[ZJ*) . H,“,” (Rr, U’(F)) 
ou K est un corps local de corps residue1 k, F une extension tinie de K sur 
laquelle les representations de r sont realisable, de corps residue1 F et r 
l’homomorphisme nature1 de Hom,,(R,, 0:) sur Hom,,(Ker d,, F*) oti 1 
est la caracttristique de k. 
Soit f appartenant a Ker r, par reduction modulo PF il detinit f’ de 
Homo&R,, F*) et un unique element $ du groupe Hom,JR,/Ker d,, i;“) 
avec: 
Jl(d,vd =f’(v), Vv E Rr. 
Si A est la k-algebre semi-simple k[T]/Rad k[I’] le groupe R,/Ker d, est 
identitil naturellement au groupe de Grothendieck usuel de F@, A. On en 
deduit qu’il existe a de A* tel qu’on ait: 
f = Det(a). 
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On a les homomorphismes surjectifs: 
o&y* -+ qq* +A*. 
On en deduit l’existence de a de O,[r]* tel qu’on ait: 
f(w) = D%(a) modP,, VtyER, 
ce qui demontre l’inclusion cherchee. 
On achive cette partie A par le lemme suivant: 
LEMME 4. L’homomorphisme g;’ est surjectif: 
Dans ce lemme on note S’r (resp. S%‘*) un ordre SA de K[T] (resp. 
K[@l). 
Soit x un element de Ker $” et f un representant de x de 
HomaK(R,, Uk(F). 11 existe b (resp. u) de U(O,[@]) (resp. 
HomQK(R,, 0:) n Det U(.5F0)) tel qu’on ait: 
q* est injectif et on releve u par v de Hom,f#*(R& 0:) delini par: 
v(v*(@) = u(a ve E R,. 
(o,(R,) est un facteur direct de R, et on note I,U l’endomorphisme associe a 
ce facteur direct par le lemme 2. On releve alors v par v’ de Hom,JR,, 0:) 
defini par: 
w = em), V8E R,. 
Pour tout premier p on sait que y(Ker dp) est contenu dans Ker d, f7 p*(R,), 
on en deduit: 
v-(e) E U;(F), Vp et VB E Ker d, 
done, en utilisant le lemme 3, on en dbduit que 6 appartient 1 Hom;,(R,, 
0:) n Det U(9r). On ‘delinit l’element h de Det U(9r) pour tout 0 de R,, 
par: 
h(e) =f(e) Det,(a-‘) v-(e)-‘; 
c’est un representant de x. Pour tout premier p on dkfinit h,, pour tout 8 de 
R,, par: 
h,(Q = 4% (rev. 1) 
pour toute place P de F au dessus (resp. qui n’est pas au-dessus) de p: On 
note xp l’tltment de D(O,[P]) ditini par h,. 
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11 est clair que pour tout premier p, xp appartient i iY,(O,[r]). On en 
dtduit l’egalite: 
or x appartient a H,(O,[r]), d’oti: 
x = x, 
ce qui implique que h, est un representant de x. 11 existe un entier q non 
divisible par 1 tel que h: soit un representant de x dans HomqK(R,, U:(F)). 
L’element de G,(O,[T]) detini par hy appartient a Ker cp”’ et son image par 
gr est egale a x. 
On acheve ainsi la demonstration du lemme 4 et done de la partie A. 
Partie B 
Nous nous proposons de majorer l’exposant de Ker q”‘. 
Dans le lemme suivant K designe un corps local. Pour tout entier d on 
note E,, une racine primitive de l’unite dans une cloture algebrique de K et 
KCd’ le corps K(eJ; on dit que KCd’ est une extension cyclotomique de K. Si 
L est une extension de K on note d(L/K) la differente de L sur K. 
LEMME 5. Soient K me extension finie et non ramiJiPe de Q, et L me 
extension de K contenue dam une extension cyclotomique de K, alors pour 
tout entier m on a Pin&galite’: 
VL(X “‘-I- 1) > vL(lmd(L/K)-l), vx E U’(L). 
Si k = l’k’ avec (1, k’) = 1 on sait que (r-‘) est de la forme I”-‘-‘t avec 
(1, t) = 1. On en deduit que le lemme est une consequence de l’inegalite: 
v&/k + W/W) > 0, Vk,l<k<I”-‘. (5.1) 
Par hypothtse il existe des entiers u et q avec (u, I) = 1 tels qu’on ait: 
KC L c K(“‘4). 
Les extensions (L’“‘/L) et (K’“‘/K) ne sont pas ramitiees; en utilisant les 
formules de transitivite des differentes on se ram&e au cas particulier ou 
u = 1. Puisque (K/Q,) n’est pas ramifite le groupe de Galois de K”’ sur K 
est isomorphe a (Z/1qZ)*, le degre de L sur K est de la forme VI’-’ oi u 
divise (I - 1) et on note s = (I - 1)/v. 
Si 1 # 2, L est contenue dans KC” et il sufftt de demontrer: 
uKm (x:/k . d(L/K)/l) > 0, Vk> 1. (5.2) 
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On a l’kgalitl Ividente: 
UK”‘) (&k) = v,cn(n~cn/k) + k(s - 1). 
En utilisant la formule de transitivitk des diffkrentes et le fait que (K”“/L) est 
une extension modCrCment ramifike on obtient: 
VK(/O (d(K”“/K)/Z) = u,cn(d(L/K)/Z) + (s - 1) 
done (5.2) est Cquivalent 1: 
UK(,‘,(?&f,/k . d(K”“/K)/f) + (k - l)(s - I) > 0, Vk>, 1. (5.3) 
Puisque (K/Q,) est une extension non ramiCe l’inkgalit& (5.3) est 
Cquivalente A (5.4). 
uO$&~,/k . d(Q;“‘/Q,)/Z) + (k - l)(s - 1) > 0, Vk> 1. (5.4) 
Or cette inbgaliti est dkmontrke dans [20, lemme 3.41. 
Si 1= 2, L est une des sous-extensions de K’*? de degrC 2’- ‘, elle est de la 
forme K(E) oti E est une des sous-extensions de Qy4) de degrt? 2’-’ sur Q,, 
on se ram&e A une inigalitC analogue i (5.4) et on conclue en appliquant 
une nouvelle fois le letime 3.4 de [20]. 
Dans l’tnond du lemme suivant K est un corps de nombres. On dhigne 
par d une famille de caraches irrkductibles de r et par 6’ les caractkres 
irrtductibles de r qui n’appartiennent pas i 6. 
LEMME 6. Soient I un nombre premier non ramt@t! dans K et f un 
&2ment de Homn,(R,, U:(F)) tel qu’on ait: f (0) = 1 pour tout 6 de &, alors 
l’ordre de I’%ment de G,(O,[r]) d$niparf divise I”-“‘-’ oli I”’ = inf{f?(l),, 
e E a’}. 
11 est clair qu’il s’agit d’un problkme local et on adopte les notations de la 
proposition 3.1, Cgalitks 3.2 et 3.3. Pour tout entier i, 1 < i < m, on considke 
1’61Cment xi de U*(L,), kgal A 1 sif(0,) = 1, et l’Clt?ment y, de A’: associC 1 xi 
tel qu’on ait: f = Det y avec y = (yi). Soit Sr le conducteur central de J 
dans O,[lJ; il est &gal au produit direct nyz14 oti 6 est l’idCa1 de Ki 
d&hi par 1’CgalitC: 
([lo]) T=Z”-“id(Ki/K)-’ avec 1”’ = ti,( l), 
et I” l’entier Irll. Le lemme 4 implique l’in6galitt: 
[“-“‘-L 
vKi(xi - 1) 2 ~KiPv9 l<i<m. 
On en diduit que yin-“‘-’ appartient h A* n (1 + XA) d’oti 6 0, [ZJ * ce 
qui dkmontre le lemme. 
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LEMME 7. L’exposant du groupe Ker #” divise B(T, a);. 
Grace au lemme 6 on remarque qu’il suffit de demontrer que tout element 
de Ker 9”’ possede un representantfdans Homn,(Rr, U:(F)) tel que: 
f(d) = 1, Ve E dR,). 
Soit x un element de Ker q(” et f un representant quelconque de X. 11 existe 
un element d de U,(O,[@]) tel que: 
f@dW = D%(47 VIE R,. 
On sait, lemme 1, qu’il existe c de U,(O,[T]) qui releve d. Soit g l’element 
f Det(c-‘) de HomnJRr, U,(F)). Puisque l’ordre de x est egal a une 
puissance de 1 on peut trouver un entier q non divisible par 1 tel que f" 
represente x et tel que g4 appartienne a HomnK(Rr, U:(F)). Or on a la 
congruence: 
f”z gQ mod(Det Uj(O,[r])). 
On en dtduit que gq est un representant de x tel que: 
&e(O) = 1, Ve E a&J, 
ce qui dtmontre ce lemme. 
On deduit le theoreme 2 des lemmes 4 et 7. 
6. APPLICATIONS ARITHM~TIQUES 
Dans ce paragraphe K = Q, r est le groupe de Galois dune extension 
galoisienne, finie et moderement ramifiie N d’un corps de nombres L et U,,,, 
est l’element defini par 0, dans D(Z[T]). 
Si 0 est un caractere de r on note W(6, N/L) la constante de Equation 
fonctionnelle de la serie L d’Artin associee a 8 et on definit W,,, de 
Hom,,(R,, U,(F)> par: 
Kv,,W, = We, NIL), (resp. 1) 
pour tout caractere irriductible symplectique (resp. non symplectique) de r. 
On note t( W,,,,J l’ellment de D(Z [ZJ) difini par W,,, et on delinit V,,, par: 
UN,, = t( WN,, 1 * VW. * 
On peut exprimer le theoreme 6.2 de [2] par: 
THBOR~ME 3. VNIL appartient d H(Z[r]), 
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On deduit du corollaire 2 du thtoreme 2 la decomposition: 
VN,L = n VN,L,I 
1s.s 
ou 1 If,,,,,] est egal i une puissance de 1 pour tout I de S. On sait, [ 61, que 
est l’image par g, d’un Clement de G, (Z[T]), qu’on note TN,L,,, 
r?iebente dans Hom,,(R,, U:(F)) par: 
%LM) = w&l8 +9-‘Y,L(m~ V8E R, 
ou J&(a/8) est la “norme” au sens de [6] de l’element resolvant (a/B), a 
une base de O,,, sur O,,,[T], r(8) la somme de Gauss galoisienne associee a 
* et YNIL est l’element de HomJ&(R,,,u) defini dans [2] oti ,U est le groupe des 
racines de l’unite. 
Si A est un sous-groupe distingue de r et v, la surjection canonique de r 
sur T/A on a: 
($(uN,L) = ‘NAIL 
ou NA est le corps des invariants de N par A. 
Montrons les proprietes analogues pour I’,,,. 
PROPOSITION 6.1. (i) Pour tout sous-groupe A de r on a l’t!galite’: 
PTJA ( ‘N,, ) = ‘NINA * 
(ii) Pour tout sous-groupe distingue’ A de r on a l’.6galitt!: 
d’N,L> = vN“,L. 
11 suffit de demontrer que t(WNIL) vtrifie (i) et (ii). Nous demontrons que 
t(WNIL) virifie (i), la verification de (ii) est laisste au lecteur. On sait que 
prlA (t( IV,,,)) est represente par l’element f de Horn&&R,, U(F)) avec: 
f(e) = b,Lv* )Y VOER, 
ou 8* designe le caracdre de r induit par 8. Soit u l’blement de 
Horn&JR,, 0;) defini par: 
u(e) = wN,L(e*) (resp. 1) 
pour tout caractire 8 irreductible non symplectique (resp. symplectique) de 
A. Pour demontrer (i) il suffit de demontrer: 
f@>, = (wN,NA(e) u(e)),Y VZES, VeERA. 
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Si 0 est irreductible et non symplectique l’egalite est evidente. Si 0 est 
irreductible et symplectique le caracdre 8* est Cgal a x + w ou x (resp. IJI) est 
orthogonal (resp. somme de caracteres irreductibles et symplectiques). On en 
diduit les egalites: 
Yv,,(~*) = WV, N/L) = we*, N/I,) 
or on a: 
W(O, NINA) = w(e*, N/L)? veERA 
d’ou l’egalite: 
pour tout caractere 8 irreductible et symplectique de A, ce qui acheve la 
demonstration de la proposition. 
Par raison de simplicitl nous disignons par X,(T) l’ensemble X,,(T) des 
sous-groupes To-l-eltmentaires de r et nous dttinissons l’entier 3?,,(r) par: 
elm = I&S ~I#-), ou 53’,,(T), est le P.P.C.M.{B,(A), avec A E X,(T)}. 
COROLLAIRE 1. (i) Pour tout I de S on a Pegalite’: 
IV,/,,,I=P.P.C.M.{IVN/~~I,A EXU’)}. 
(ii) t( W,,,) est &gal a 1 si et seulement si t( W,,,,) est egal a 1 pour 
tout sous-groupe A P,-2-PIPmentaire de P. 
En effet pour tout sowgroupe 0 abelien de r on a: t( W,,@) = 1, en outre 
on sait [22, theoreme 21, que U,,,, = 1. On en deduit, en utilisant la 
proposition 1, que VNIL (resp. t( W,,,)) appartient a H(Z [r])q(r) (resp. 
D(Z[r])V(r)) et on conclue en appliquant le corollaire 2(ii) du theoreme 1. 
On dit que la conjecture de Frohlich est demontree pour l’extension (N/L) 
si on a I’bgalite: 
UN,, = t( WN,L 1.
Le corollaire 1 implique les 2 corollaires suivants: 
COROLLAIRE 2. St’ (N/L) est une extension galoisienne finie et 
modt%nent ramtjZe de corps de nombres, de groupe de Galois r, les 
proprietb suivantes sont equivalentes: 
(i) La conjecture de Frohlich est demontree pour (N/L). 
(ii) La conjecture de Friihlich est demontree pour toute extension 
(N/N’) oli A est un sous-groupe To-elementaire de r. 
STRUCTURE GALOISIENNE 287 
COROLLAIRE 3. Sous les hypotheses du corollaire 2 les proprietes 
suivantes sont equivalentes: 
(i) 0, est un Z [PI-module stablement libre. 
(ii) 0, est un Z [A]-module stablement libre pour tout sous-groupe TQ- 
elementaire A de P 
COROLLAIRE 4. (i) Pour tout 1 de S l’ordre de V,,,,,, divise 90(IJl,. 
(ii) Pour tout 1 de S l’ordre de VNIL,, divise [N : L];. 
Les caracteres irreductibles et non abeliens d’un sous-groupe A L,- l- 
elementaire de r sont de degre 1’ avec s > 1. OR ‘en deduit que B,(A); divise 
[N : L]: et done (i) implique (ii). On sait que pour tout A de X,(r) l’element 
V,,,,,,., appartient au noyau de l’homomorphisme nature1 de H,(Z[A]) sur 
H,(Z[A’4b’]) oti A (ab) designe le groupe A rendu abelien; done (i) est une 
consequence du corollaire l(i) du theoreme 3 et du theoreme 2(ii). 
7. EXEMPLES 
I1 y a deux aspects dans la conjecture de Frohlich. Le premier est l’egalite 
U& = 1. Le second s’enonce ainsi: “L’obstruction Q l’egalite U,,, = 1 
provient des constantes ymplectiques”; on le traduit par: 
UN,, = WNIL)’ (7.1) 
La consequence la plus interessante des methodes developpees dans les 
paragraphes precedents n’est pas de donner une majoration g&kale de 
l’ordre de U,,,,, mais en combinant les resultats du corollaire 4 et ceux de 
Taylor [ 191 de donner de nombreux exemples d’extensions N de L oti on a 
l’egalite (7.1). Nous en donnons quelques uns dans ce qui suit: 
(1) Les extensions N de L dont le degre est sans facteur cubique (c’est 
une consequence du corollaire 4(ii)). 
(2) r= H4,,,, Ddrn, D,, avec m impair. 
En effet dans ces cas la constante B,(I) est igal a 2m, 2m ou m, d’oti 
B,(T)’ est egal a m’ qui est un entier impair. On sait [ 191 que l’ordre de V,,,,, 
divise la constante d’Artin A(T) qui est &gale a 2. On en deduit V,,,,, = 1. 
(3) r = Gm.qr avec r = 1 ou 2 et (m, q) = 1 oti r designe le produit 
semi-direct d’un sous-groupe cyclique et distingue d’ordre m par un groupe 
d’ordre qr oti q est un nombre premier. Dans ce cas B,(T)’ = m’ et A(T) 
divise q2 d’ou le resultat. 
On peut gineraliser l’exemple 3. 
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Soit r le produit semi-direct d >a 0 air d est cyclique et distingue et 0 un 
l-groupe commutatif. On suppose que 1 est un nombre premier qui ne divise 
pas Id I. Pour tout diviseur premier p de Id 1 on note s, I’homomorphisme de 
conjugaison de 0 sur le groupe des automorphismes du sous-groupe de A 
d’ordre p. 
DEFINITION. On dit que r veritie la condition (*) si pour tout diviseur 
premier p de ] A ) on a: 
/Kers,I=Zq~ avec qP=O, 1 ou Zqp=I@]. 
THJ?OR~ME 4. Soit N une extension galoisienne finie et modkrkment 
ram#t!e d’un corps de nombres L. Si les sowgroupes r&hmentaires du 
groupe de Galois de N sur L oh-ifient la condition (*), alors: 
UN,, = twhd. 
Notons I’ le groupe de Galois de N sur L. En utilisant le corollaire 4(i) il 
sufftt de montrer que B,(T)’ est egal a 1. Or la condition (*) implique que 
B,(A); est egal a 1 pour tout sous-groupe A rc-Z-Clementaire de r. 
Remarques. (1) On deduit de la condition (*) de nombreux exemples ou 
la conjecture est demontree. Ainsi toute extension galoisienne, moderement 
ramitiee de Q de degre impair et inferieur a 135 posdde une base normale 
d’entiers auf eventuellement si ce degri est egal a 8 1. 
(2) Lors de la redaction de cet article nous avons appris que la 
conjecture avait ett demontree pour toutes les extensions ditdrales par 
Miyata [ 141 et par Frohlich [8] pour les extensions dont le groupe de Galois 
est le groupe quaternionien H,,. Notons que pour toute extension quater- 
nionienne (N/L) de degre 4m on sait montrer: 
mais on ne sait pas encore demontrer V,,, = 1 si m est pair et n’est pas une 
puissance de 2. 
(3) L’involution naturelle: y-t y-l de r induit une involution de 
D(Z [r]). On montre facilement que H(Z [r]) et H,(Z [I-]), pour tout nombre 
premier Z, sont stables pour cette involution. Pour tout 1 de S, different de 2, 
H,(Z [r]) est Cgal a la somme directe: H,(Z [T])’ @ H,(Z[ZJ)- oii 
H,(Z [r])+ (resp. H,(Z [r])-) est le sous-groupe de H,(Z[r]) des elements 
symetriques (resp. antisymetriques). On deduit de [ 181, pour tout 1 de S, que 
V ,,,,L,, appartient a H,(Z [r])- lorsque ]r] et le discriminant de N sur L sont 
premiers entre eux. 
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